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1. Введение
Рассмотрим простейшую модель страхования, в которой в течение разных от-
чётных периодов одинаковой длины (скажем, месяцев или лет) происходит разное
число страховых событий (страховых выплат или заключений страховых контрак-
тов). Подобного рода ситуации возникают, например, в медицине, когда число па-
циентов с тем или иным заболеванием варьируется от года к году, в технике, когда
при испытании на надежность (скажем, при определении наработки на отказ) раз-
ных партий приборов, число отказавших приборов в разных партиях будет разным
и заранее неопределённым. В таких ситуациях число клиентов, доступных стра-
ховой компании, которое заранее не известно, разумно считать случайной величи-
ной. В силу указанных обстоятельств вполне естественным становится изучение
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асимптотического поведения деятельности страховой компании в случае, когда
число клиентов случайно.
На естественность такого подхода, в частности, обратили внимание авторы ра-
бот [1–5].
В работе изучается асимптотическое поведение необходимого резерва страхо-
вой компании в случае, когда число клиентов страховой фирмы случайно. Получе-
ны асимптотические разложения (а.р.) необходимого резерва страховой компании.
Проведено асимптотическое сравнение деятельности страховых компаний в тер-
минах необходимого добавочного числа клиентов (асимптотический дефект). Рас-
смотрены два примера, иллюстрирующие полученные результаты. Первый при-
мер касается сумм независимых случайных величин, а во втором рассматривается
трёхточечное симметричное распределение.
В работе приняты следующие обозначения: R – множество вещественных чи-
сел, N – множество натуральных чисел, Φ(𝑥), 𝜙(𝑥) – соответственно ф.р. и плот-
ность стандартного нормального закона.
В разделе 2 приведены результаты в случае неслучайного числа клиентов, в
разделе 3 проведено асимптотическое сравнение деятельности страховых компа-
ний в этом случае, в разделе 4 рассмотрена ситуация, когда число клиентов стра-
ховой фирмы случайно, в разделе 5 рассмотрен пример.
2. Асимптотическое поведение необходимого резерва при неслучайном
числе клиентов
Рассмотрим страховую компанию, занимающуюся страхованием однотипных 𝑛
клиентов, риски которых описываются независимыми одинаково распределенны-
ми случайными величинами 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Обозначим через
𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)
потери страховой компании при страховании этих 𝑛 клиентов. В частном случае





Назовём 𝛼-резервом (асимптотической 𝛼-квантилью статистики 𝑆𝑛, 𝛼 ∈ (0, 1) –






= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (2.2)
Если интерпретировать статистику 𝑆𝑛 как суммарные страховые требования стра-
ховой компании, то 𝛼 - резерв 𝑐*𝛼(𝑛) может рассматриваться как резервный капи-
тал страховой компании, который ей при большом числе клиентов 𝑛 (асимптоти-
чески) с большой вероятностью 1− 𝛼 желательно не превышать.
Применяя формулу Тейлора, несложно получить следующий результат.
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Лемма 2.1. Пусть для функции распределения статистики 𝑆𝑛 равномерно по













где 𝐺*(𝑥), 𝑔*1(𝑥), 𝑔
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где 𝑐*𝛼 удовлетворяет уравнению 𝐺
*(𝑐*𝛼) = 1 − 𝛼.
Рассмотрим применение этой леммы в случае, когда потери страховой фирмы
представлены нормированной суммой (2.1).
Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . независимые одинаково распределённые с.в. такие, что
E 𝑋1 = 0, E 𝑋
2
1 = 1, E |𝑋1|𝑘+𝛿 < ∞, 𝑘 > 3, 𝑘 ∈ N, 𝛿 > 0. (2.3)




(𝑋1 + ... + 𝑋𝑛). (2.4)
Предположим, что с.в. 𝑋1 удовлетворяет условию Крамера (𝐶)
lim sup
|𝑡|→∞
|E exp{𝑖𝑡𝑋1}| < 1. (2.5)














, 𝐶𝑘,𝛿 > 0, 𝑛 ∈ N,
(2.6)
где функции 𝑄1(𝑥), . . . , 𝑄𝑘−2(𝑥) определены в книге [6], например,















Из соотношений (2.6), (2.7) и Леммы 2.1 непосредственно следует а.р. для 𝛼-
резерва.
Лемма 2.2. Пусть для 𝑘 = 4, 𝛿 > 0 выполнены условия (2.3) - (2.5), тогда
для 𝛼-резерва 𝑐*𝛼(𝑛) справедливо а.р.












(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +





где 𝑢𝛼 удовлетворяет уравнению Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼.
3. Сравнение необходимых резервов двух страховых компаний
В этом разделе будет проведено асимптотическое сравнение необходимых ре-
зервов двух страховых компаний в терминах необходимого добавочного числа на-
блюдений (асимптотический дефект).
Рассмотрим страховую компанию, суммарный ущерб которой имеет вид
𝑇𝑛 = 𝑇𝑛(𝑋1 . . . , 𝑋𝑛), и зависит от 𝑛 «потерь» 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, представляющих собой
независимые одинаково распределенные с.в., описывающие страховые требования
𝑛 клиентов страховой фирмы. Назовём 𝛼-резервом (𝛼 ∈ (0, 1)), соответствующим




𝑛 𝑇𝑛 > 𝑐𝛼(𝑛)
)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (3.1)
Если интерпретировать величину
√
𝑛 𝑇𝑛 как суммарные страховые требования,
предъявляемые страховой компании 𝑛 клиентами, то 𝛼-резерв 𝑐𝛼(𝑛) может рас-
сматриваться как резервный капитал страховой компании, который ей с большой
вероятностью 1− 𝛼 желательно не превышать.
Из Леммы 2.1 непосредственно следует
Лемма 3.1. Пусть для функции распределения нормированных потерь
√
𝑛 𝑇𝑛
равномерно по 𝑥 ∈ R справедливо а.р. вида
P
(︀√










где 𝐺(𝑥), 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥) – достаточно гладкие функции, тогда для асимптотиче-
ской 𝛼-резерва 𝑐*𝛼(𝑛) справедливо а.р.












где 𝑐𝛼 удовлетворяет уравнению 𝐺(𝑐𝛼) = 1 − 𝛼.
Следствие 3.1. Пусть 𝛿𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, тогда в условиях Леммы 3.1 равно-
мерно по 𝑥 ∈ R справедливо равенство
P
(︀√


























Рассмотрим теперь другую функцию потерь страховой компании
𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛), основанную на 𝑛 страховых требований клиентов
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𝑛 𝑈𝑛 > 𝑐𝛼(𝑛)
)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (3.2)
Предположим, что а.р. для ф.р. потерь
√
𝑛 𝑆𝑛 имеет вид
P
(︀√










где 𝐺(𝑥), 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥) – достаточно гладкие функции, то есть это а.р. от-
личается от а.р. для ф.р. нормированных потерь
√
𝑛 𝑇𝑛 только членом по-
рядка 1/𝑛 (см. Лемму 3.1). Определим последовательность натуральных чисел




𝑛 𝑈𝑚(𝑛) > 𝑐𝛼(𝑚(𝑛))
)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞, (3.4)
то есть это необходимое (добавочное) число клиентов для того, чтобы потери√
𝑛 𝑈𝑛 превзошли 𝛼 – резерв 𝑐𝛼(𝑛) потерь
√
𝑛 𝑇𝑛.
Теорема 3.2. Пусть выполнены условия Леммы 3.1 и условие (3.3). Тогда доба-








Доказательство. Из Леммы 3.1 и условия (3.3) непосредственно следует, что



























Далее, с учётом определений 𝑚(𝑛) (см. (3.4)) и 𝛿𝑛, имеем
𝛼 + o(𝑛−1) = P
(︀√





𝑚(𝑛) 𝑈𝑚(𝑛) > 𝑐𝛼(𝑚(𝑛)) + 𝛿𝑛
)︀
. (3.7)
Применяя к правой части равенства (3.7) Следствие 3.1, получим
𝛼 + o(𝑛−1) = P
(︀√︀
𝑚(𝑛) 𝑈𝑚(𝑛) > 𝑐𝛼(𝑚(𝑛))
)︀ − 𝛿𝑛 𝐺(1)(𝑐𝛼) + o(𝑛−1).










Приведём пример применения Теоремы 3.2.
Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . – случайные страховые требования независимых однотипных
клиентов (независимые одинаково распределённые с.в.) такие, что
E 𝑋1 = 0, E 𝑋
2
1 = 1, E |𝑋1|4+𝛿 < ∞, 𝛿 > 0. (3.8)




(𝑋1 + ... + 𝑋𝑛). (3.9)
Предположим, что с.в. 𝑋1 удовлетворяет условию Крамера (𝐶)
lim sup
|𝑡|→∞
|E exp{𝑖𝑡𝑋1}| < 1. (3.10)
Пусть теперь 𝑌1, 𝑌2, . . . случайные требования другой страховой компании (неза-
висимые одинаково распределённые с.в.) такие, что
E 𝑌1 = 0, E 𝑌
2
1 = 1, E |𝑌1|4+𝛿 < ∞, 𝛿 > 0. (3.11)





(𝑌1 + . . . + 𝑌𝑛). (3.12)
Предположим, что
E 𝑌 31 = E 𝑋
3
1 , (3.13)
(например, условие (3.13) выполнено, если распределения с.в. 𝑋1 и 𝑌1 симметрич-
ны) и с.в. 𝑌1 удовлетворяет условию Крамера (𝐶)
lim sup
|𝑡|→∞
|E exp{𝑖𝑡𝑌1}| < 1. (3.14)
Теперь из Леммы 2.2 и Теоремы 3.2 непосредственно получается следующее утвер-
ждение.
Лемма 3.3. Пусть выполнены условия (3.8) - (3.14). Тогда добавочное число кли-
ентов 𝑑 имеет вид
𝑑 =
(︀






4. Случайное число клиентов
Рассмотрим случайные величины (с.в.) 𝑁1, 𝑁2, . . . и 𝑋1, 𝑋2, . . ., заданные
на одном и том же вероятностном пространстве (Ω,𝒜,P). В страховании с.в.
𝑋1, 𝑋2, . . . 𝑋𝑛 интерпретируются как страховые требования клиентов, 𝑛 – неслу-
чайное число клиентов страховой фирмы, а с.в. 𝑁𝑛 – случайное число клиентов
страховой компании, зависящее от натурального параметра 𝑛 ∈ N. Например, если
с.в. 𝑁𝑛 имеет геометрическое распределение вида







, 𝑘 ∈ N,
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то
E 𝑁𝑛 = 𝑛 (4.1)
и значит среднее число клиентов, обратившихся в страховую компанию, равно 𝑛.
Предположим, что для каждого 𝑛 ≥ 1 с.в. 𝑁𝑛 принимает только натуральные
значения (то есть, 𝑁𝑛 ∈ N) и не зависит от последовательности с.в. 𝑋1, 𝑋2, . . ..
Всюду далее предполагается, что случайные величины 𝑋1, 𝑋2, . . . независимы
одинаково распределены, то есть рассматриваются независимые однотипные кли-
енты.
Для каждого 𝑛 ≥ 1 обозначим через 𝐺𝑛 = 𝐺𝑛(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) обобщенные потери
(статистику) страховой компании, то есть действительную измеримую функцию,
зависящую от страховых требований 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Для каждого 𝑛 ≥ 1 определим
потери страховой компании, обслуживающей случайное число клиентов 𝑁𝑛, через
𝐺𝑁𝑛
𝐺𝑁𝑛(𝜔) ≡ 𝐺𝑁𝑛(𝜔)(𝑋1(𝜔), . . . , 𝑋𝑁𝑛(𝜔)(𝜔)), 𝜔 ∈ Ω.
Следующее условие описывает асимптотическое разложение (а.р.) для функции
распределения (ф.р.) потерь 𝐺𝑛 в случае неслучайного числа клиентов.
Условие A. Существуют числа 𝑘 ∈ N, 𝑘 > 2, 𝛼𝑖𝑛 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝛽𝑛 > 0,
𝐶𝑘 > 0, дифференцируемая ф.р. 𝐺(𝑥) и измеримые функции 𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘
такие, что
𝛽𝑛 → 0, max
16𝑖6𝑘











≤ 𝐶𝑘 𝛽𝑛 𝑛 ∈ N.








)︀ − 𝐺(𝑥) − 𝑘∑︁
𝑖=1
E 𝛼𝑖𝑁𝑛 𝑔𝑖(𝑥)
⃒⃒ ≤ 𝐶𝑘 E 𝛽𝑁𝑛 .
Доказательство непосредственно следует из формулы полной вероятности.
Приведем пример применения этой леммы.
Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . – страховые требования однотипных независимых клиентов
(независимые одинаково распределённые с.в.) такие, что (см. условия (2.3) – (2.7))
E 𝑋1 = 0, E 𝑋
2
1 = 1, E |𝑋1|𝑘+𝛿 < ∞, 𝑘 > 3, 𝑘 ∈ N, 𝛿 > 0. (4.2)




(𝑋1 + . . . + 𝑋𝑛). (4.3)
Предположим, что с.в. 𝑋1 удовлетворяет условию Крамера (𝐶)
lim sup
|𝑡|→∞
|E exp{𝑖𝑡𝑋1}| < 1. (4.4)
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, 𝐶𝑘,𝛿 > 0, 𝑛 ∈ N,
(4.5)
где функции 𝑄1(𝑥), . . . , 𝑄𝑘−2(𝑥) определены в книге [6], например,















Учитывая неравенство (4.5) и Лемму 4.1, получаем следующее утверждение.







)︀ − Φ(𝑥) − 𝑘−2∑︁
𝑖=1
E 𝑁−𝑖/2𝑛 𝑄𝑖(𝑥)
⃒⃒ ≤ 𝐶𝑘,𝛿 E 𝑁−(𝑘−2+𝛿)/2𝑛 .
Из соотношения (4.5) и Леммы 4.2 непосредственно вытекает следующее утвер-
ждение.
Лемма 4.3. Пусть для 𝑘 = 4, 𝛿 > 0 выполнены условия (4.2) – (4.4) и












+ o(𝑛−1), E 𝑁−(2+𝛿)/2𝑛 = o(𝑛





















)︀ − Φ(𝑥) − 𝑄1(𝑥)√
𝑛




Ниже эти результаты будут применены для аппроксимации 𝛼-резерва и нахож-
дения асимптотического дефекта.






= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞, (4.7)






= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (4.8)
Из соотношений (4.5), (4.6) и Леммы 3.1 непосредственно следует а.р. для асимп-
тотических 𝛼 - резервов.
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Лемма 4.4. Пусть для 𝑘 = 4, 𝛿 > 0 выполнены условия (4.2) – (4.4) и условия
Леммы 4.3, тогда для асимптотических 𝛼 - резервов 𝑔*𝛼(𝑛) и 𝑔𝛼(𝑛) справедливы
а.р.











(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +
















(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +
𝑏(E 𝑋41 − 3)
2
(𝑢3𝛼 − 3𝑢𝛼) + 2𝑎 E 𝑋31 (𝑢2𝛼 − 1)
)︁
+ o(𝑛−1),
где 𝑢𝛼 удовлетворяет уравнению Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼.
Определим теперь последовательность натуральных чисел
{𝑚(𝑛) = 𝑛 + 𝑑* + o(1), 𝑑* > 0, 𝑛 = 1, 2, . . .} равенством (𝑑* –







= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞, (4.9)
то есть это необходимое (добавочное) число клиентов для того, чтобы случайные
потери 𝐺𝑁𝑛 превзошли нормированный 𝛼 – резерв 𝑔
*
𝛼(𝑛) потерь 𝐺𝑛.
Аналогично Теореме 3.1 можно доказать следующее утверждение.
Теорема 4.5. Пусть выполнены следующие условия












+ o(𝑛−1), E 𝑁−(2+𝛿)/2𝑛 = o(𝑛















, 𝛿 > 0,
тогда добавочное число клиентов 𝑑* (см. (4.9)), соответствующее случайным








где 𝑐𝛼 удовлетворяет уравнению 𝐺(𝑐𝛼) = 1 − 𝛼.
Из этой Теоремы непосредственно получается следующее утверждение.
Лемма 4.6. Пусть выполнены условия Леммы 3.4. Тогда добавочное число кли-










E 𝑋31 = 0,
то
𝑑* =
(1 − 𝑏) (3 − 𝑢2𝛼) (E 𝑋41 − 3)
12
+ o(1).
5. Случай трёхточечного симметричного распределения
Применим Лемму 2.2 для получения а.р. асимптотического 𝛼-резерва в случае,
если число клиентов 𝑁𝑛 имеет трёхточечное симметричное распределение.
Пусть случайное число клиентов 𝑁𝑛 имеет симметричное распределение вида
𝑁𝑛 :














Лемма 5.1. Пусть случайное число клиентов 𝑁𝑛 имеет распределение (5.1) и
выполнено условие (5.2), тогда справедливы равенства











































, 𝑛 → ∞.

























































Аналогично доказываются оставшиеся соотношения. Лемма доказана.
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Теперь из этих лемм непосредственно вытекает следующая Теорема.
Теорема 5.2. Пусть выполнены условия (2.2) – (2.4), (3.1) и с.в. 𝑁𝑛 имеет рас-
пределение (5.1), тогда для асимптотического 𝛼-резерва 𝑐𝛼(𝑛), соответствую-













+ o(𝑛−1), 𝑛 → ∞.
Замечание 5.2. Пусть выполнены условия Теоремы 5.1 и
ℎ𝑛 = 𝛾 𝑛







E 𝑋31 ( 𝑢
2
𝛼 − 1), 𝑛 → ∞.
Применим Лемму 4.2 и Теорему 4.5 для получения добавочного числа клиен-
тов и а.р. асимптотического 𝛼-резерва в случае, если число клиентов 𝑁𝑛 имеет
трёхточечное симметричное распределение (5.1).
Применяя Лемму 4.1, непосредственно получаем следующее утверждение.
Лемма 5.3. Пусть выполнены условия (4.2) – (4.4) с 𝑘 = 4 и 0 < 𝛿 6 1 и
































Следствие 5.3. Пусть выполнены условия Леммы 5.3 и ℎ𝑛 = 𝑛3/4. Тогда рав-

















Теперь из этих лемм непосредственно вытекает следующая Теорема.
Теорема 5.4. Пусть выполнены условия Следствия 5.3, тогда для асимптоти-
ческих 𝛼 - резервов 𝑔*𝛼(𝑛) и 𝑔𝛼(𝑛) потерь 𝐺𝑛 и 𝐺𝑁𝑛 справедливы а.р.
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(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +
E 𝑋41 − 3
2








где 𝑢𝛼 удовлетворяет уравнению Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼. Соответствующее добавочное









В работе изучается асимптотическое поведение необходимого резерва страхо-
вой компании в случае, когда число клиентов страховой фирмы случайно. Про-
ведено асимптотическое сравнение деятельности страховых компаний в терминах
необходимого добавочного числа клиентов (асимптотический дефект). Рассмотре-
ны два примера, иллюстрирующие полученные результаты. Первый пример каса-
ется сумм независимых случайных величин, а во втором рассматривается трёхто-
чечное симметричное распределение. Полученные результаты могут применяться
в теории риска, например, для изучения оптимального поведения страховых ком-
паний, актуарной и финансовой математике.
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